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1 Loégica
1. [CM] Prove que se A, B e C sdo proposigoes, entao

(a) F = A, ou seja, a partir de uma proposigao falsa pode-se concluir qualquer coisa

(b) (A= B) = ((—-B) = (—A4)), também conhecida como contrapositiva da implicacdo. Uma “prova de
A = B por contrapositiva” é uma prova de que ((=B) = (—A4))

(¢) (A = F) = —A, ou seja, uma implica¢do cujo consequente é falso s6 pode ser verdadeira se o

antecedente é falso. Este é o principio por baixo das “provas por contradi¢ao”
(A= B)V(A= ()= (A= (BVC(Q)) (distributividade da disjungéo pela implicacao)
(A=B)AN(A=C

(@) (

) ( ) = (A

) (B= A)V(C = A))=((BAC)= A) (outra distributividade)
) ( ) =(

) ( ) =

(e = (B AC)) (distributividade da conjuncao pela implicagao)
(f
(B=A)AN(C=A)=({(BVC)= A) (outra distributividade)

(A= B) A (A= (=B))

por contradigao)

(8
(h (mA) (outra maneira de expressar o principio por baixo de uma prova

2. [SDB 3] Mostre que p & g é equivalente a (p A =q) V (=p A q)

3. [CM] Considere os seguintes predicados
I(x)=z€Z

P(f,x) = I(z) = I(f(x)))
QUf.x) = I(f(x) = I(x)
Dé um exemplo de funcao g : R — R que

satisfaz o predicado P(g,x),Vz € R
nao satisfaz o predicado P(g,z),Vz € R

satisfaz o predicado Q(g,z),Vz € R

)
)

¢) satisfaz o predicado —(P(g,x),Vz € R)
)
) nao satisfaz o predicado Q(g,z),Vx € R
)

f) satisfaz o predicado —(Q(g, z),Vx € R)

e

[SDB 3] Construa uma prova de que, se m é impar, entdo m? é fmpar

o

[SDB 3] Prove que, para todos os inteiros m e n, se m é impar e n é impar, entdo mn é impar

&

[SDB 3] Construa uma prova de que, se m é um inteiro tal que m? é par, entdao m é par

7. [AL] Construa a tabela verdade para a seguinte proposigao:

E=(pV(=pVaq)A-(gn-r)



8. [AL] Mostre se as expressoes E; e Ey sdo equivalentes logicamente:
Ey=(s=> @A) A(p—(rvVg)As)
Es=(pAgA-TAs)V-a(pVs)

9. [AL] Faga a simplificacao logica da seguinte expressao:
(pA(=(=pVa))V(pAq)

10. [AL] Mostre se o seguinte argumento é valido ou ndo. Em cada passo, identifique a razao para se obter a

conclusao:

T AVE )

11. [AL] O famoso detetive Percule Hoirot foi chamado para resolver um assassinato misterioso. Ele determi-
nou os seguintes fatos:
(a) Lord Charles, o homem assassinado, foi morto com uma pancada na cabega com um castical
(b) Ou Lady Camila ou a empregada Sara estavam na sala de jantar no momento do assassinato

(¢) Se o cozinheiro estava na cozinha no momento do assassinato, entao o agougueiro matou Lord Charles

com uma dose fatal de arsénico

(d) Se Lady Camlia estava na sala de jantar no momento do assassinato, entdo o motorista matou Lord
Charles

(e) Se o cozinheiro ndo estava na cozinha no momento do assassinato, entdo Sara ndo estava na sala de

jantar quando o assassinato ocorreu

(f) Se Sara estava na sala de jantar no momento do assassinato, entéo o ajudante pessoal de Lord Charles

o matou
E possivel para o detetive Percule Hoirot deduzir quem matou Lorde Charles? Se sim, quem ¢ o assassino?

12. [AL] Seja a tabela verdade do operador ®:

< < = 4l
< 5 < Mle
< mm <o

(a) O operador ® segue a lei da associatividade com o operador A 7 Ou seja, (O y)Az=z0 (yAz)?

(b) O operador ® segue a lei da distributividade com o operador A ? Ou seja, @ (yAz) = (xOy)A(xGz)?

13. [AL] Mostre se o seguinte argumento é valido ou néo:



14.

15.

16.

17.

[AL] Considere a string de nameros “0204”. Seja a seguinte afirmagao: Va, se © == 1 e x é um caractere

na string “0204”, entao x esta a esquerda de todos os 0‘s na string. Essa afirmagao é verdadeira?
[AL] Diga se a forma do argumento abaixo é valida ou nédo, apresentando a justificativa:

(a) Todas as pessoas saudéaveis comem uma banana por dia
(b) Joao nao é uma pessoa saudavel

(¢) ... Jodo nao come uma banana por dia
[AL] Prove que min(z,y) + max(z,y) = x + y para quaisquer nimeros reais x e y

[AL] Prove que se n = ab, sendo a,b € Z*, entdao a < \/noub</n

Teoria dos niumeros

. [JG] Mostre que, se m,n, p, q forem inteiros tais que n | p e m | ¢, entdo nm | pq

. [JG] Mostre que, se n = 25,100 ou 169, entdo n é um quadrado perfeito e é uma soma de outros dois

quadrados perfeitos

. |[JG] Mostre que, para todo inteiro n, o ntimero 3(n? + 2n + 3) — 2n? é um quadrado perfeito

. [SDB] Se a - 133 — 2m - 277 = 1, isso garante que a tenha um inverso multiplicativo em mod m? Se sim,

qual seria? Se nao, por qué?

. [SDB] Calcule o MDC de 210 e 126 usando o algoritmo de Euclides (mostrar o passo-a-passo)

. [SDB] Escreva um pseudocodigo que, dados os inteiros a,b,n em Z,, calcule um z tal que a -, z = b ou

conclua que nao existe tal =

. [SDB] Encontre uma equagao da forma a -, x = b em Z, que tenha uma unica solugdo, mas sem que a

e n sejam primos entre si, ou prove que essa equagao nao existe. Em outras palavras, prove a afirmacgao
de que, se a -+, * = b tem uma unica solugdo em Z,, entao a e n sao primos entre si, ou encontre um

contraexemplo

. [SDB| Escreva a tabela de multiplicagao -7 para Zr

. [SDB| Os ntmeros 29 e 43 sao primos. Calcule:

(a) o valor de (29 —1)(43 —1)
(b) o valor de 199 - 1111 em Z1176
(c) o valor de (23'11)199 em Zog
(d) o valor de (231111)199 em Z,3
)

(e) o valor de (231111)199 em Z;547



10.

11.

12.

13.

14.

[SDB] Quantas solugbes com x entre 0 e 34 existem para o sistema de equagoes
=4 mod 5
x=>5mod 7

? Quais sao essas solucoes?

n mod 1

[SDB] Mostre que em Z,, se a® mod p = 1, entao a™ mod p = a mod p

[SDB| A relagao de “congruéncia do modulo n” é indicada por =, e definida por = y(mod n) se, e
somente se, x mod n = y mod n. Mostre que a congruéncia do médulo n é uma relacao de equivaléncia

ao indicar que ela é reflexiva, simétrica e transitiva

[SDB| Determine todos os nimeros, se houver, a € Zg diferentes de 1 e 8 (note que —1 mod 9 = 8) de tal

forma que a® mod 9 =1

Implemente (em C ou C++) o algoritmo de Euclides estendido que recebe como entrada dois ntmeros
inteiros a, b e imprime a equagdo a-i+b-j = M DC(a,b). Note que o programa deve imprimir a equagao
“por extenso”, onde seja possivel visualizar os valores de i, j, M DC(a,b), que sao as saidas do programa.
Para este exercicio em particular, envie o arquivo .c ou .cpp para o email do professor até o inicio da aula

na data de entrega.

Inducao e recorréncia

. [EM] Note que 1 =1 mod 3, 10 = 1 mod 3, 100 = 1 mod 3. Prove por indugio que 10" = 1 mod 3 para

todon >0

. [JG] Prove por inducao que, para todo inteiro n > 1:

2n+1 < 3n

. [JG] Prove por inducao que, para todo inteiro n > 1:

246410+ + (4n —2) = 2n?

. [JG] Prove por inducdo que, para todo inteiro n > 1:

24+44+6+---+2n=n(n+1)

. [JG] Prove por inducdo que, para todo inteiro n > 1:

1 1)(n + 2
1+3+6+---+n(n;r ) _nlnt 6)("+ )

. [JG] Prove por indugao que, para todo inteiro n > 1 e r # 1:

9 n_1 a—ar®
a+ar+ar®+---+ar = —

(soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica)

. |JG] Prove por inducio que, para todo inteiro n > 1, 32" 4+ 7 é divisivel por 8



10.

11.

12.

13.

14.

[JG] Prove por indugdo que, para todo inteiro n > 1, n® — n é divisivel por 3

[JG] O que esta errado na seguinte demonstragao por indugdo? Vamos provar que, para qualquer inteiro

positivo n, n = 1+ n. Suponha que P(k) : k = k + 1 é verdadeira. Somando 1 aos dois lados da equagao,
obtemos k 4+ 1 = k + 2. Portanto, P(k + 1) é verdadeira.

[JG] Prove a seguinte propriedade dos ntimeros de Fibonnaci para n > 1:

F(n+6)=4F(n+3) + F(n)

[JG] Uma sequéncia é definida por recorréncia por

S0)=1
S(1)
S(n) =25(n—1)+ S(n—2),paran > 2

Mostre que S(n) < 65(n — 2) para n > 4

[JG] Dé uma definigao recorrente para o fatorial (n!), para n > 1

[JG] Resolva a recorréncia:

S(1) =1
S(n) =S(n—1)+2n— 1,paran > 2

[JG] Resolva a recorréncia:

P(1)y=1
P(n) = 2P(%) +n2,para n>2,n=2m

Combinatoéria e maquinas de estado finita

Instrugoes para entrega dos exercicios desta segao

Escreva, & mao, a resolugao das questoes em folhas de caderno/sulfite, como nas outras listas. Nao é

necessario copiar os enunciados.

Tire uma foto por pagina da resolugao, com cuidado para gerar imagens nitidas nas quais o contetdo

das suas resolugoes esteja legivel.

As imagens podem estar no formato jpg ou png. Se preferir, também pode enviar arquivos pdf.
Enumere os arquivos para indicar a ordem de leitura. Por exemplo, 1. jpg, 2.jpg, --.

Envie as imagens anexadas para o email do professor até o inicio da aula na data de entrega estipulada.

O professor enviard uma confirmacgao de que recebeu sua entrega. Se isso nao acontecer em algumas

horas, envie um novo email para o professor para resolver a situagao.

. [CM] Um paléndromo sobre um conjunto A é uma sequéncia (aq, ..., ax) de elementos de A que “permanece

a mesma quando lida na ordem reversa’; ou seja,

a; = ap—it+1,paratodo 1 <¢ <k



10.

11.

12.

(a) Enumere todos os palindromos de tamanho 4 sobre a, b, ¢
(b) Enumere todos os palindromos de tamanho 5 sobre a, b, ¢

(¢) Qual o namero de palindromos de tamanho k sobre um conjunto de n elementos?

[SDB] Um clube de ténis possui 2n membros. Queremos emparelhar os membros para partidas individuais.

(simplifique o maximo possivel das expressoes obtidas)

(a) De quantas maneiras podemos emparelhar os membros do clube?

(b) Agora suponha que, além de especificar quem joga com quem, também queremos determinar quem

saca primeiro em cada partida. De quantas maneiras podemos especificar nossos pares?

[AL] Um grupo de oito pessoas esta indo ao cinema e todos vao sentar na mesma fileira. Duas dessas
pessoas ndo querem sentar uma ao lado da outra. De quantas formas diferentes as oito pessoas podem ser

dispostas na fileira?

[JG] Uma senha para acessar um sistema computacional consiste em trés letras seguidas de dois digi-
tos. Quantas senhas diferentes existem para acessar esse sistema? E se diferenciarmos maitsculas de

mintsculas?

[JG] Uma rede de computadores é composta pelos nos A, B,C, D. Existem dois caminhos entre A e C,
dois entre B e D, trés entre A e B e quatro entre C e D. Por quantas rotas diferentes pode-se mandar uma

mensagem de A para D7

[JG] Um prédio comprou um novo sistema de fechadura para seus 175 apartamentos. Uma fechadura
é aberta digitando um codigo de dois algarismos. O sindico do edificio fez uma compra inteligente?

Justifique com os célculos de contagem que vimos na disciplina.

[CM] Um protocolo de comunicagao usa trés tipos de pacotes de dados, T4, Ts, T3, diferenciados por um
campo inicial que identifica o tipo do pacote. Os pacotes do tipo T} possuem 4 bits de dados apds o campo
inicial, os pacotes do tipo T3 tem 8 bits de dados e os pacotes do tipo T3 tem 10 bits de dados. Qual o

nimero de pacotes distintos que existem nesse protocolo?

[CM] Quantos s@o os inteiros positivos menores ou iguais a 1000 que sdo divisiveis por 3 ou por 5 ou por

7?7 (dica: utilize o principio da inclusdo-exclusao)
[JG] Considere um baralho padrao, com 52 cartas divididas em 4 naipes:

(a) Quantas cartas devem ser retiradas para se obter, com certeza, duas cartas do mesmo naipe?

(b) Quantas cartas devem ser retiradas para se obter, com certeza, uma carta de naipe preto?

[JG] Considere uma rede de computadores com 60 nos, projetada para suportar a falha de até 2 nos. De

quantas maneiras 1 ou 2 noés podem falhar, de forma que a rede ainda vai continuar funcionando?

[JG] Um elevador em um prédio de trés andares serve os andares 1, 2 e 3. Um sinal indica para que o
elevador suba ou desga (S ou D) e o andar de onde o elevador foi requisitado. O elevador responde ao sinal
de entrada movendo-se para o andar correto. Por exemplo, se o elevador estiver no andar 1 e receber um
sinal D-3, ele se move para o andar 3. Desenhe a maquina de estados finita que descreve o comportamento

do elevador.

[JG] Construa uma méaquina de estados finita que reconhega cadeias compostas inteiramente de qualquer
quantidade (inclusive nenhum) de pares “01” ou cadeias compostas inteiramente por dois algarismos “1”

seguidos de qualquer quantidade (inclusive nenhum) de algarismos “0”.



13. [JG] Considere uma maquina de estados finita que retarda a entrada, com os alfabetos de entrada e saida
iguais a 0, 1. Por exemplo, se a entrada for ajasas ..., a saida deve ser 00ajasas ... (o primeiro zero é o
da primeira execugao do estado inicial, que ignoramos, e o segundo zero efetivamente retarda a entrada).

(a) Construa a maquina descrita
(b) Explique, intuitivamente, por que nao é possivel construir uma maquina de estados finita que produza,

para qualquer entrada ajasas ..., a sequéncia de saida Oa;0as0as . . .

14. [JG] Construa uma maquina de estados finita que calcula o complemento de doisﬂ de um namero binério.

Considere que a entrada comeca pelos bits menos significativos.

(a) Use a maquina construida para encontrar os complementos de dois de 010101 e de 110011

1Veja https://pt.wikipedia.org/wiki/Complemento_para_dois
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