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Introducao

e Uma das tarefas mais importantes da matematica é descobrir e caracterizar
padroes regulares.

e Sequéncia: estrutura matematica mais importante para estudar processos
repetidos.

e Inducao matematica: ferramenta matematica mais importante para verificar
conjecturas sobre padrbes de termos em sequéncias.
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Sequencias

e Exemplo: Numero de ancestrais—Um limite superior
Geracdo |1 2 3 4 5 6 7...
#ancestrais |2 4 8 16 32 64 128...

e Mais definicoes:
— Termo: cada elemento de uma sequéncia.
Exemplo: a1,a0,a3,...,an

— Indice ou subscrito: indica a posicédo do termo na sequéncia.
Exemplo: O numero 3 no termo a3 indica o terceiro elemento da sequéncia.

— Sequéncia finita: possui um conjunto finito de termos.

— Sequéncia infinita: possui um conjunto infinito de termos.
Exemplo: a1, a0, a3, ...

— Formula explicita ou formula geral: é a regra que mostra como os valores
de a;. podem ser obtidos a partir de k.
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Exemplos de sequéncias definidas por formulas
explicitas

e Sejam as sequéncias a1, an, a3, ... definida pela formula explicita

k .
ap = ——— parainteirosk > 1
kE—+1
e by, b3, by, ... definida pela formula explicita
i—1 o
b = — para inteiros 1 > 2
(/
_ 1 _1 _2-1_1
@ =131=3 =% =3
_ 2 _2 __3-1_2
=377 =3 b3="3"=3
3 -3 p,=4-1_3
— 4 YA— "4 — 14

Q

W

|
oW
+
o

— O que as duas sequéncias tém em comum?
=» Sao idénticas.
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Exemplos de sequéncias definidas por formulas
explicitas

e Sequéncia alternante:
Seja a sequéncia cq, c1, ¢, . . . definida pela férmula explicita
c; = (—1)7 para inteiros j > O

=» Essa sequéncia possui um conjunto finito de valores: {—1,1}.
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Achando a formula explicita

e A formula explicita para a sequéncia

1. 1 i 1 1
) 4 9 ~ 16> 25
pode ser
(_1)k:—|—1 .
ap = 1 para inteiros k£ > 1
ou
—1)% .
ap = (IE n 1)2 para inteiros k > 0O

=» N&o existe somente uma unica formula explicita para representar os termos
de uma sequéncia.
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Notacao para somar termos de uma sequencia

e Seja a sequéncia

ai,anz,a3,...,0an

Existem diversas aplicacbes em Ciéncia da Computacao onde é importante
saber a soma desses termos, ou seja,

a1 +ar>+az+ ...+ an

Essa soma € representada pela seguinte notagao:

Z ap=g1+axtazt+ ... tay

k=1 Forma expandida

Joseph-Louis Lagrange (1736—1813), matematico francés/italiano. Propds o uso
da letra maiuscula grega sigma () para representar a soma de termos.
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Exemplos

-k 1 11 (—1)"
. l;::O/~c+1_1 2 3 2T T
1 2 3 n+1 M k+1
° ;+n+1+n—|—2+. T 2n _kzz:on—l—k
nook k+1, 1 n+1
° Z(k—l—l_k—I—Q)_E_n—l—Q

k=1

-» Este tipo de soma é conhecido como “Soma Telescépica”’, ou seja € uma
soma da forma Z?:_& a;, onde a; = b; — b;4 1.
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Mudanca de variavel
Observe que

3

k=1
e que
3
ZZQ: 12_|_22_|_32
1=1
Logo,
3 3
>oK2= )i
k=1 1=1

=» As variaveis k e ¢ sdo chamadas de “dummy.”

Z(g—1>2 Zk2

J=
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Mudanca de variavel

e Substitua £ + 1 na soma abaixo por j:

5 1
i—ok+1

Passos:

(a) Calcule os novos limites do somatério:
— Parak =0,5 = 1.

— Parak=6,5=7.

(b) Calcule o termo geral:
—Comoj=k+ 1l entdok=j5—-1
Logo,

1 1

k+1 G-141

A soma pode ser reescrita como:

1

J
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Notacao para multiplicar termos de uma sequeéncia

e Seja a sequéncia
aj,an,az3,...,an
Deseja-se saber o produto desses termos, ou seja,
ai-a»-az-...-an

Essa multiplicacao € representada pela seguinte notacao:

n

11 ax

k=1

e Exemplos:

5
[[ ¥k =1-2-3-4-5=120

3k 1 2 3 6
s k+1 23 4 24
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Propriedades de somas e produtos

Se am, Q415 Apy4-25 - - - € b, b1, by 42, - . . S0 sequéncias de numeros re-
ais e ¢ € um numero real qualquer, entao as seguintes equacodes sao validas
para qualquer n > m:

n

> ap+ Z b, = Z (ax + bg)

n n
C: Z A — Z C: af
k=m k=m

CTT a0~ CTT b0 = T Car-bi)
k=m k=m

k=m
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Principio da inducao matematica (fraca)

Seja P(n) um predicado definido para os inteiros n, e seja ng um inteiro fixo.
Suponha que as duas afirmagdes seguintes sejam verdadeiras:

1. P(ng) é V.
2. Para todos inteiros k& > ng,
se P(k) éVentago P(k+ 1) éV.

=» Logo, a afirmacao
para todos inteiros n > ng, P(n)

é V.
P(n)
N —
—
No Inteiros
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Principio da inducao matematica

e Técnica aparece pela primeira vez no trabalho do italiano Francesco Mauro-
lico em 1575.

e No século XVII, Pierre de Fermat e Blaise Pascal usam essa técnica em seus
trabalhos. Fermat da o nome de “método do descendente infinito”.

e Em 1883, Augustus De Morgan descreve o processo cuidadosamente e da o
nome de inducao matematica.

=» Técnica extremamente importante para a Ciéncia da Computacao.

Para visualizar a idéia da inducdo matematica, imagine uma colecdo de do-
minds colocados numa sequéncia (formacdo) de tal forma que a queda do
primeiro domind for¢ca a queda do segundo, que forca a queda do terceiro, e
assim sucessivamente, até todos os dominds cairem.
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Principio da inducao matematica (fraca)

e A prova de uma afirmacao por inducao matematica é feita em dois passos:
1. Passo base: é provado que P(ng) é V para um dado ng especifico.
2. Passo indutivo: é provado que para todos inteiros k > ng,
se P(k)éVentago P(k+ 1) éV.

O passo indutivo pode ser escrito formalmente como:

v inteiros k > ng, se P(k) entdo P(k + 1)

e Pelo método da generalizacao de um elemento especifico genérico, para pro-

var o passo indutivo deve-se:
— supor que P(k) é V, onde k é um elemento especifico mas escolhido arbi-

trariamente de tal forma que seja maior ou igual a ng.
— provar que P(k+ 1) é V.
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Principio da inducao matematica (fraca)

e Este principio pode ser expresso pela seguinte regra de inferéncia:

[P(ng) AVE(P(k) — P(k+ 1))] — YnP(n).

P(n)
A
jp—
P(ng)  Pny)  Plny) P(k)  P(k+1) Inteiros
N N N N N N

=»> Numa prova por inducdo matematica nao é assumido que P(k) é verda-
deiro para todos os inteiros! E mostrado que se for assumido que P(k) é
verdadeiro, entdo P(k + 1) também é verdadeiro.

=» Assim, na prova por indu¢cao matematica devemos usar obrigatoriamente o
predicado P(k) (hipétese que estamos supondo ser verdadeira).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 1

Prove que
n(n—+1)
2

Pn):1424...4n=

para todos inteiros n > 1.

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(1): Parang =1,1 = M1T+1) = 1 e a férmula
é verdadeira para ng = 1.

2. Passo indutivo: se a férmula é verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k 4+ 1,i.e., P(k) - P(k+ 1).
— Suponha que a férmula é verdadeira para n = k, i.e.,
k(k+ 1)
2

Pk):14+24...4+k=

para algum inteiro k > 1. [hipétese indutiva]
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 1

Deve-se mostrar que

(k+1)(k+2)

Plk+1):14+24+...+(k+1)= :

Sabe-se que

k(k+1
1+24+...+k+(kk+1) = (; )+(k+1)
k(k—l—l)_I_Q(k—l—l)
2 2
k2 4+ 3k + 2

2
(k+1)(k+2)
2

[Isto era o que devia ser provado.]
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 1: Comentarios

Observe que na prova por inducao matematica devemos usar obrigatoriamente
o predicado P(k). Esse € um dos grandes desafios neste tipo de prova, como
veremos em outros exemplos.

A soma

1+2+...+k+(k+ 1),

que aparece no predicado P(k + 1), possui os termos 1 a k, cuja soma (1 +
24 ...+ k) vale @ pela hipotese indutiva. Como estamos supondo que
ela € verdadeira, podemos definir uma igualdade onde esses termos do lado
esquerdo sao substituidos por essa fracao do lado direito:

k(k+ 1)
2

1+24+...+k+(k+1) = + (k+1).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 1: Comentarios

Nessa demonstracdo pode parecer que estamos usando o fato de P(k) ser V
para deduzir que P(k + 1) éV, para em seguida deduzir que P(k) € V. Parece
circular! O que esta ocorrendo?

Nao é isso que esta acontecendo. Dado um k e o predicado associado, temos
duas possibilidades:

(@) P(k)éV

(b) P(k)éF

A hipétese indutiva nao afirma que P(k) seja verdadeiro. O que afirma é que
caso P(k) sejaVentdao P(k+1) também sera V. Isto é, se k faz com que P(k)
seja verdadeiro e, assim, esteja na categoria (a) acima, entao k 4+ 1 também
fara com que P(k + 1) seja V e, assim, também esteja em (a).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 1: Comentarios

Por exemplo, seja

P(n):1—|—2—|—...—|—n=n(n2+1)—|—1.

Isto nao é correto! Neste exemplo, o predicado P (k) é falso para todo k.

Em geral, devemos tentar mostrar que caso P(k) seja V, entdo P(k + 1) tam-
bem é V.

Isso ficara evidente no préximo exemplo, quando vamos supor que P(k) seja V
e vamos chegar a uma contradicdo para P(k + 1). Ou seja, P(k) é F.
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 2

Prove que

P(n):o+1+2+...+n=”(”2+2) ERRADO!

para todos inteiros n > 0.

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(0): Parang = 0,0 = W = 0 e a formula
é verdadeira para ng = 0.

2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k + 1,i.e., P(k) - P(k+1).
— Suponha que a féormula € verdadeira paran = k, i.e.,
k(k+2)  k?+2k
2 2

Pk):0+14+2+...+k=

para algum inteiro k > O. [hipétese indutiva]
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 2

Deve-se mostrar que

E+ 1)(k+3 k2 4+ 4k + 3
P(k+1)30+1-|-2—|—...—|—(k—|—1):( +Dk+3) _k+ 4kt

2 2
Sabe-se que
k2 + 2k

041424kt (k+1) = L4kt 1)

K2+ 2k+2(k+1)

o 2

K+ 4k+2

o 2

[Assim, ndo foi possivel derivar a concluséo a partir da hipdtese. Isto significa que o predicado
original é falso.]
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 3

Prove que
n . Tn—l—l 1
P(n) : r' =
(W) 3=

para todos inteiros n > O e para todos numeros reais r, r # 1.

Prova (por inducao matematica):

o+1 .
1. Passo base: P(ng) = P(0): Parang =0, =1=""+t=""1=1

e a formula é verdadeira para ng = O.

2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k + 1,i.e., P(k) - P(k+ 1).
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Principio da inducao matematica (fraca)

Exemplo 3
: k
— P(k) : ZZ_O rt =1 :__1_1, para k > 0. [hip6tese indutiva]
ok
— Deve-se mostrar que P(k+ 1) : Z’“‘HL L = :_21_1
k+1 ko
Z I Z 7“7’—|—7“k+1
1=0 1=0
_ ottt 4kl
r—1
. rktl 1 kTl — 1)
o r—1 r—1
B 7Jf—l—l 14 7J{—I—Q . T.k—l—l
o r—1
. rk+2 _1q
o r—1
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 4

Prove que
P(n) :2°" —1 édivisivel por 3,

paran > 1.

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(1): Parang = 1, 221 — 1 = 3 que é divisivel
por 3.

2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k 4+ 1,i.e.,, P(k) - P(k+ 1).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 4

— P(k) : 22k — 1 é divisivel por 3. [hipétese indutiva]
— Deve-se mostrar que P(k + 1) : 22(k+1) _ 1 ¢é divisivel por 3.

52(k+1) 1 —

~2k+2 _ 4
22k 22 _ 4
22k .4 1

= 22" (34+1)-1

que € divisivel por 3.

22k .3 4 (22F — 1)

UFMG/ICEx/DCC MD e Sequéncias e Inducao Matematica
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 5

Prove que
Pn): 20421 4224 4on=0ontl_1

paran > 0.

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(0): Parang=2°=1,21 -1 =1.

2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k + 1,i.e., P(k) - P(k+1).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 5

— P(k): 20421 422 4 42k =2kt1 _ 1 parak > 0. [hiptese indutiva]
— Deve-se mostrarque P(k+ 1) : 20 421 422 4 f 2ktl = Dk+2_

2.2kl _ 1
okT2 _ 1

20 4 ol 4L 024 4 ok 4 okt
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 6

Prove que
P(n) : Hon > 1+ g

paran > 0.

H ; representa o numero harmonico e € definido por:

1 1 1

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(0):
Parang = 0, temos Hyo = H; = 1> 1+ 3.

2. Passo indutivo: se a formula é verdadeira para n = k entao deve ser ver-

dadeiraparan =k 4+ 1,i.e.,, P(k) - P(k+ 1).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 6

— P(k) 1 Hop > 1+ %, para k > 0. [hipétese indutiva]
— Deve-se mostrar que P(k + 1) : Hopp1 > 1+ _k42-1

1 1 1 1 1 1
Hkl — 1 —_ —_
20+ tststotgtagta sttt
[Definicdo de numero harménico.]
— Had ot

[Definicdo de numero harménico.]

k i 1
> <1+5> +2 5
[Hipotese indutiva e existem 2% termos, cada um pelo menos 1/2%+1 ]
k 1
> 1+ — —
> (1+3)+3
kK+1
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 7

Seja a sequéncia aq, an, az, ... definida como

ap = 2

ap — 5ak_1,k22
Prove que

P(n) iap=2-5""1
paran > 1.

Prova (por inducdo matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(1): Parang =1,2-5"1 =2ea; = 2. Logo,
a formula é valida paran = 1.

2. Passo indutivo: se a formula é verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k 4+ 1,i.e.,, P(k) - P(k+ 1).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 7

— P(k) : ap, = 2 - 51 [hipotese indutiva]
— Deve-se mostrar que P(k+ 1) : ap4 1 = 2-5(k+D-1 =2.5k

af+1 S a(k41)-1
ay,

(2 5k 1)

(5. 5k 1)

.5k

Il
NN GG
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 8

Prove que
Pn): 2n+1 < 2"

para todos os inteiros n > 3.

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(3). Parang = 3,

2.3+1< 23

Logo, a formula é valida para ng = 3.
2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k + 1,i.e., P(k) - P(k+1).
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Principio da inducao matematica (fraca)

Exemplo 8

— P(k): 2k + 1 < 2F para k > 3. [hipétese indutiva]
— Deve-se mostrar que P(k 4+ 1): 2(k+ 1) + 1 < 2k+1,

2k+2+1

(2k +1) 42

k+1)+2 < 2842
2k+1)+1 <

Se puder ser mostrado que 2% + 2 < 2%+ entdo o predicado P(k + 1) é verdadeiro.

ok 4 2
2

2
2
1

AN AN AN A

AN

7
2k 4 2 < okl

2k—|—1
ok+1 _ ok
2F(2 - 1)
2k:

2F=1 que é verdade para k > 2.

Em particular, a inequacgéo (1 < 2%1) é vélida para k > 3. Assim, P(k+ 1) é V.

UFMG/ICEx/DCC

MD e

Sequéncias e Inducao Matematica
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 9

e Prove que para todos os inteiros n > 1

P(n): n> —n é divisivel por 3.

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(1). Parang = 1,

13— 1 =0 édivisivel por 3.

Logo, a formula é valida para ng = 3.
2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k + 1,i.e., P(k) - P(k+1).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 9

— P(k): k3 — k é divisivel por 3, para k > 1. [hipétese indutiva]
— Deve-se mostrar que P(k + 1): (k4 1)3 — (k 4+ 1) é divisivel por 3, para
k> 1.
(k+1)°—(k+1) =
(k3 +3k24+3k+1)—(k+1) =
(k3 — k) + 3(k? 4+ k)
O primeiro termo é divisivel por 3 (hipbtese indutiva) e o segundo também.

Como a soma de dois numeros divisiveis por 3 € um numero divisivel por 3,
entdo o predicado P(k + 1) é V.
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 10

Seja um inteiro n > 1. Prove que

P(n) : qualquer regidao quadrada de tamanho 2™ x 2™, com um qua-
drado removido, pode ser preenchida com pecas no formato L, como
mostrado abaixo.
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 10

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: P(ng) = P(1). P(1) é V ja que uma regido quadrada de
tamanho 2 x 2, com um quadrado removido, pode se preenchida com pecas
no formato L, como mostrado abaixo.

2. Passo indutivo: se a formula € verdadeira para n = k entao deve ser ver-
dadeiraparan =k 4+ 1,i.e., P(k) - P(k+ 1).
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 10

— P(k): Qualquer regido quadrada de tamanho 2* x 2%, com um quadrado removido, pode ser
preenchida com pecas no formato L. [hipotese indutiva]

— Deve-se mostrar P(k + 1): Qualquer regido quadrada de tamanho 21 x 2%+1 com um
quadrado removido, pode ser preenchida com pec¢as no formato L.

Considere uma regido quadrada de tamanho 2%+ x 251 com um quadrado removido. Divida
essa regido em quatro regides de tamanho 2% x 2* como mostrado abaixo.

Temos trés regides 2% x 2¥ com nenhum quadrado remo-
vido e uma regiéo 2* x 2* com um quadrado removido. Ou
seja, a regido 2*t1 x 2F+1 possui apenas um quadrado
removido.

Pela hipotese indutiva, a regido 2* x 2%, com um quadrado
removido, pode ser preenchida com pecas no formato L.
O problema passa a ser como a mesma hipétese indutiva
pode ser aplicada as outras trés regides.
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 10

Temporariamente remova um quadrado de cada regido 2% x 2% que esta “completa” como mos-
trado na figura abaixo a esquerda.

Pela hipétese indutiva cada uma dessas trés regides 2 x 2% pode ser preenchida com pecas no
formato L. No entanto, para resolvermos o problema da peca removida em cada uma dessas trés
regides basta colocarmos uma peca L exatamente sobre esses trés “buracos” como mostrado
na figura abaixo a direita.
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Principio da inducao matematica (fraca)
Exemplo 10

Assim, uma regido quadrada de tamanho 2*+1 x 2*+1 com um quadrado removido, pode ser
preenchida com pecas no formato L, como mostrado na figura abaixo.

UFMG/ICEXx/DCC MD e Sequéncias e Indugdo Matematica 42



Principio da inducao matematica (forte)

Seja P(n) um predicado que é definido para inteiros n, e seja a e b inteiros fixos,
sendo a < b. Suponha que as duas afirmacoes seguintes sejam verdadeiras:

1. P(a),P(a+1),...,P(b) sdo V. (Passo base)

2. Para qualquer inteiro &k > b,
se P(i)éVparaa <i< kentdo P(k) éV,ie., P(i) — P(k).
-» Logo, a afirmacao “para todos inteiros n > a, P(n)” é V. (A suposicao
que P(7) é V paraa < i < k é chamada de hip6tese indutiva.)

Passo Base
a b k Inteiros
N S

——
P()

Hipotese Indutiva
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Principio da inducao matematica (forte)
Exemplo 11

Prove que qualquer inteiro maior que 1 é divisivel por um numero primo.

Prova (por inducdo matematica):

1. Passo base: Para n = 2 a propriedade é valida ja que 2|2.

2. Passo indutivo: Vamos supor que para todos inteiros i, 2 < ¢ < k, i €
divisivel por um numero primo. [hip6tese indutiva]

Se a propriedade é valida para 2 < i < k, entao é valida para k, ou seja, k
é divisivel por um numero primo [o que deve ser mostrado].

Seja k um inteiro, k > 2. Ou k & primo ou k nao é primo. Se k & primo,
entdo k € divisivel por um primo (ele proprio). Se k£ nao € primo entao
k= u-v,0onde u e v sao inteirostaisque 2 < u < ke2 <wv < k. Pela
hipétese indutiva, u € divisivel por um numero primo p e pela transitividade
da divisibilidade k& também é divisivel por p. Assim, independente se k é
primo ou nao, k € divisivel por um primo.
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Principio da inducao matematica (forte):
Exemplo 12

Seja a sequéncia aq, ao, a3, . .. definida como

0
an 2
ap =— 3'0’Lk/2j+27k23

ai

Prove que ay, é par, paran > 1.

Prova (por inducao matematica):

1. Passo base: Paran = 1 e n = 2 a propriedade é validajaque a1 = 0 e
ay = 2.

2. Passo indutivo: Vamos supor que a; é par para todos inteiros 7, 1 < i < k.
[hipbtese indutiva]
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Principio da inducao matematica (forte):
Exemplo 12

Se a propriedade € valida para 1 < ¢ < k, entdo € valida para k, ou seja, a; é
par [o que deve ser mostrado].

Pela definicao de a1, a», a3, ...

ak=3-aLk/2J—|—2, k23

O termo a|k/2) é par pela hipdtese indutivajaque k£ > 3 e 1 < |k/2] < k.
Desta forma, 3 - a|k/2| épare 3 - a2 +2 também € par, o que mostra que
Qaf e par.
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Principio da ordenacao dos inteiros

e Principio: Seja S um conjunto de um ou mais numeros inteiros que sao mai-
ores que um dado inteiro fixo. Entdo S tem um elemento que € menor de
todos.

— Também chamado “Principio da Boa Ordenacao”.

— De outro modo: considere qualquer subconjunto A de inteiros positivos que
seja nao vazio. Entao A possui um menor elemento.

— Nao vamos provar este principio, apenas aceita-lo.

e O principio da ordenacao dos inteiros, da inducado matematica fraca e forte
sao equivalentes.
— Usando-se o principio da boa ordenacao dos inteiros podemos demonstrar
que a inducao matematica fraca e a inducao matematica forte sao equiva-
lentes.
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