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Especificacdo finita de linguagens

Relembrando: linguagens interessantes tém alguma
propriedade (X* ou () ndo sdo interessantes)

Para especificar linguagens, podemos:
» Descrever todos os elementos: impossivel para
linguagens infinitas
» Usar definicdes recursivas para linguagens
simples
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Exemplo 1

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto
Y = {a, b} onde as palavras comegam com um a e
tém tamanho par.
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Exemplo 1

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto
Y = {a, b} onde as palavras comegam com um a e
tém tamanho par.

» BASE: aa,abe L
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Exemplo 1

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto
Y = {a, b} onde as palavras comegam com um a e
tém tamanho par.

» BASE: aa,abe L

» PASSO RECURSIVO: Se u € L entéo
uaa, uab, uba, ubb € L
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Exemplo 1

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto
Y = {a, b} onde as palavras comegam com um a e
tém tamanho par.

» BASE: aa,abe L
» PASSO RECURSIVO: Se u € L entéo
uaa, uab, uba, ubb € L

» FECHO: S6 podem pertencer a L as palavras
obtidas a partir da base com um namero finito
de aplicacdes do passo recursivo.
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Exemplo 2

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto
Y = {a, b} onde cada ocorréncia de um b é

imediatamente precedida por um a. Por exemplo:
A, a,abaab € L, mas bb, bab, abb ¢ L.
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Exemplo 2

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto
Y = {a, b} onde cada ocorréncia de um b é

imediatamente precedida por um a. Por exemplo:
A, a,abaab € L, mas bb, bab, abb ¢ L.

» BASE: A\ c L

onm
BB INSTITUTO FEDERAL
[ [ L] i

aaaaaa



Exemplo 2

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto
Y = {a, b} onde cada ocorréncia de um b é

imediatamente precedida por um a. Por exemplo:
A, a,abaab € L, mas bb, bab, abb ¢ L.

» BASE: A\ c L

» PASSO RECURSIVO: Se u € L ent3o
ua,uab € L
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Exemplo 2

A linguagem L das palavras sobre o alfabeto

Y = {a, b} onde cada ocorréncia de um b é
imediatamente precedida por um a. Por exemplo:
A, a,abaab € L, mas bb, bab, abb ¢ L.

» BASE: A\ c L

» PASSO RECURSIVO: Se u € L ent3o
ua,uab € L

» FECHO: S6 podem pertencer a L as palavras
obtidas a partir da base com um namero finito
de aplicacdes do passo recursivo.
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Sumario

Operacdes sobre conjuntos
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Linguagens

Para essas linguagens simples, funciona; mas e para
linguagens mais complexas?

Vamos usar operacées de conjuntos! Vamos criar
conjuntos complexos a partir de conjuntos simples.
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Concatenacdo de linguagens

A concatenagdo de duas linguagens X e Y, denotada
por XY, é a linguagem L = {xy|x € X,y € Y}.

> X0={\}
> X=X
> X2 = XX
> X3 = XX
>
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Fecho de Kleene

Seja X um conjunto. Ent3o:

o

X* — le
i=0

X+:GX’
=1

Xt = XX*
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Para qué?

Fecho de Kleene é mais uma operacdo sobre
conjuntos

Usar operagdes sobre conjuntos para descrever as
linguagens sem ambiguidade.
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Exemplo 3

Defina L como a linguagem de todas as palavras
sobre o alfabeto ¥ = {a, b} de maneira que L
contenha todas, e apenas, as palavras que contém a
subpalavra bb.
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Exemplo 3

Defina L como a linguagem de todas as palavras
sobre o alfabeto ¥ = {a, b} de maneira que L
contenha todas, e apenas, as palavras que contém a
subpalavra bb.

> L = {a b}*{bb}{a, b}*
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Exemplo 4

Defina L como a linguagem de todas as palavras
sobre o alfabeto ¥ = {a, b} de maneira que L
contenha todas, e apenas, as palavras que iniciam
pela subpalavra aa ou terminam com a subpalavra

bb.
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Exemplo 4

Defina L como a linguagem de todas as palavras
sobre o alfabeto ¥ = {a, b} de maneira que L
contenha todas, e apenas, as palavras que iniciam
pela subpalavra aa ou terminam com a subpalavra
bb.

» Palavras que tém prefixo aa : {aa}{a, b}*
» Palavras que tém sufixo bb : {a, b}*{bb}
» Logo, L & a unido das duas:

L = {aa}{a,b}* U{a, b}*{bb}
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Exemplo 5

Seja Ly = {bb} e Ly = {\, bb, bbbb}.
» Ambas sdo linguagens sobre ¥ = {b}

» L7 = L3: o conjunto das palavras constituidas
por um namero par de bs (conjuntos n3o
possuem elementos repetidos).
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Exemplo 6

O conjunto {aa, bb, ab, ba}* contém todas as
palavras de tamanho par sobre {a, b}.

Para especificar a linguagem das palavras de
tamanho impar, podemos usar a diferenca de

conjuntos: {a, b}* — {aa, bb, ab, ba}*
Podemos especificar a mesma linguagem de outra
maneira: {a, b}{aa, bb, ab, ba}*
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Sumario

Linguagens regulares
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Conjuntos regulares

Seja ¥ um alfabeto. Os conjuntos regulares sobre ¥

s3o0 definidos recursivamente assim:

» BASE: Os conjuntos (), {\}, {a},Va € ¥, sdo
conjuntos regulares.
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Conjuntos regulares

Seja ¥ um alfabeto. Os conjuntos regulares sobre ¥
sao definidos recursivamente assim:
» BASE: Os conjuntos (), {\}, {a},Va € ¥, sdo
conjuntos regulares.
» PASSO RECURSIVO: Sejam X e Y dois
conjuntos regulares sobre 2. Entdo os conjuntos
XU Y, XY, X" sdo conjuntos regulares sobre ¥
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Conjuntos regulares

Seja ¥ um alfabeto. Os conjuntos regulares sobre ¥
sao definidos recursivamente assim:

» BASE: Os conjuntos (), {\}, {a},Va € ¥, sdo
conjuntos regulares.

» PASSO RECURSIVO: Sejam X e Y dois
conjuntos regulares sobre 2. Entdo os conjuntos
XU Y, XY, X" sdo conjuntos regulares sobre ¥

» FECHO: X é regular sobre ¥ somente se for
obtido a partir da base com um numero finito de
aplicacées do passo recursivo.
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Conjuntos regulares

Com essa definicdo, limitamos as operacdes sobre
conjuntos que podemos usar na especificacdo de
linguagens.

Os exemplos 3 a 6 que vimos até agora s3o regulares?
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Exemplo 7

Demonstrando que o exemplo 3 é regular

A linguagem L das palavras contendo a subpalavra
bb é regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b}.

Prova:
» BASE: {a} e {b} so regulares por defini¢go.
» Aplicando o fecho de Kleene e uni3o:
» {a, b}* é regular.
> {a}U{b} ={a, b} é regular.
» Por concatenacdo: {b}{b} = {bb} é regular.
» Portanto, usando concatenacdo novamente:
{a, b}*{bb}{a, b}* & regular.
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Exemplo 8

A linguagem das palavras que comecam e terminam
por a e tém pelo menos um b é regular sobre

Y = {a, b}.

{a{a, b}"{b}{a, b}*{a}
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Sumario

Expressdes regulares

onm

BB INSTITUTO FEDERAL
Parana

BE  Campus Pinhais



Conjuntos regulares

Problema

E trabalhoso usar a definicdo de conjuntos.

Vamos usar uma representacdo para facilitar a tarefa
de especificar linguagens.
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Expressces regulares

» lIgnorar as chaves: {,}.

» Troca do simbolo de unido U por +.

» Troca do fecho de Kleene por .

» Troca da concatenacdo por justaposicio.
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Expressces regulares

Seja ¥ um alfabeto. As expressées regulares sobre X
sdo definidas recursivamente assim:
» BASE: (), )\, a,Va € ¥, s3o expressdes
regulares.
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Expressces regulares

Seja ¥ um alfabeto. As expressées regulares sobre X
sdo definidas recursivamente assim:

» BASE: (), )\, a,Va € ¥, s3o expressdes
regulares.

» PASSO RECURSIVO: Sejam ue v
expressdes regulares sobre ¥.. Entdo as

expressdes a seguir também s3o regulares sobre
P
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Expressces regulares

Seja ¥ um alfabeto. As expressées regulares sobre X
sdo definidas recursivamente assim:

» BASE: (), )\, a,Va € ¥, s3o expressdes
regulares.

» PASSO RECURSIVO: Sejam ue v
expressdes regulares sobre ¥.. Entdo as

expressdes a seguir também s3o regulares sobre
P

» FECHO: ... EDERAL



Expressces regulares

Unido e concatenacdo sdo associativas: podemos
omitir os parénteses, mantendo a seguinte ordem:

1. Fecho de Kleene
2. Concatenacdo
3. Unido
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Exemplo 9

Refazendo o exemplo 3

A linguagem das palavras contendo a subpalavra bb é
regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b}.
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Exemplo 9

Refazendo o exemplo 3

A linguagem das palavras contendo a subpalavra bb é
regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b}.

> (a+ b)*bb(a+ b)*
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Exemplo 10

Refazendo o exemplo 8

A linguagem das palavras que comecam e terminam
por a e tém pelo menos um b.
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Exemplo 10

Refazendo o exemplo 8

A linguagem das palavras que comecam e terminam
por a e tém pelo menos um b.

» a(a+ b)*b(a+ b)*a
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Exemplo 11

Expressdo regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b} para a
linguagem das palavras contendo aa ou bb.
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Exemplo 11

Expressdo regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b} para a
linguagem das palavras contendo aa ou bb.

» (a+ b)*aa(a+ b)* + (a+ b)*bb(a + b)*
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Exemplo 12

Expressdo regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b} para a
linguagem das palavras contendo exatamente dois bs.
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Exemplo 12

Expressdo regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b} para a
linguagem das palavras contendo exatamente dois bs.

» a*ba*ba*
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Exemplo 13

Expressdo regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b} para a
linguagem das palavras contendo dois ou mais bs.
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Exemplo 13

Expressdo regular sobre o alfabeto ¥ = {a, b} para a
linguagem das palavras contendo dois ou mais bs.

> a*ba*b(a+ b)*
> (a+ b)*b(a+ b)*b(a+ b)*

Duas expressdes regulares para a mesma linguagem:
dizemos que sdo equivalentes.
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Exemplo 14

Expressdes regulares sobre o alfabeto ¥ = {a, b}
para a linguagem das palavras que ndo contém a
subpalavra aa.
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Exemplo 14

Expressdes regulares sobre o alfabeto ¥ = {a, b}
para a linguagem das palavras que ndo contém a
subpalavra aa.

> b*(abt)" + (b*(abt)*a);
> b*(ab™)*(\ + a);
» b*(abb*)*(\ + a);
» (b+ ab)*(\+ a)
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Exemplo 15

Expressdes regulares sobre o alfabeto ¥ = {a, b, ¢}
para a linguagem das palavras que contém a
subpalavra bc.
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Exemplo 15

Expressdes regulares sobre o alfabeto ¥ = {a, b, ¢}
para a linguagem das palavras que contém a
subpalavra bc.

» (a+b+c)bc(a+ b+ c)
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Exemplo 16

Expressdes regulares sobre o alfabeto ¥ = {a, b}
para a linguagem das palavras que contém uma dnica
ocorréncia de bb.
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Exemplo 16

Expressdes regulares sobre o alfabeto ¥ = {a, b}
para a linguagem das palavras que contém uma dnica
ocorréncia de bb.

» (a+ ba)*bb(a+ ba)*
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Equivaléncias

1. r+s=s+r

2. r+0=r

3. r+r=r

4. rA=Ir=r

5. ) =0r=10

6. (r+s)t=rt+st
7. r(s+t)=rs+rt
8. (r+4s)*=(r*s)*r*
9. (r+s)"=r*(sr*)*
10.  (rs)*=X+r(sr)*s

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

rt =

r* = (rr)*(A+r)

0 =X

A=\

?“*T'* — T’*

rr* =r*r
(r*+s)*=(r+s)*
(T*S*)* — (,r. + S)*
r(r+s)"=(r+s)*

(r+s)r*=(r+s)*

Figura: Algumas equivaléncias de expressdes regulares. Fonte:

NV 2.6
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